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XXIX. De Polygonis Ared vel Perimetro maximis et mini - 
mis, infcriptis Circulo, vel Circulum circumfcribentibus. 
Audlore S. Horfley, LL.D. R. S. Sec. 


Redde, May 19, 17754 

THEOREMA I. (TAB. IX.) 

Si linea refta arcum circularem contingentibus duabus in- 
terceptum contingat , fegmentum ejus , contingentibus 
primo pojitis interceptum, in contaSlus fui pun&o vel 
aqualiter vel indqualiter divifum eji, prout arcus ipfe 
circularis aqualiter vel inaqualiter in eodem pun&o di- 
vifus ejl. Segmentaque arcus (inaqualiter fcilicet diviji) 
et re&a contingent is major a et minora ab iifdem funt 
partibus mutui contaSlus. 

A RCUM circularem aec, contingentibus duabus, ab, 
cd, interceptum, re&a bd in pun&o e contingat. 
Re&a vero bd contingentibus primo politis, ab, cd, in. 
pun&is b, d, occurrat. Dico re&am bd in pun&o e vel 
aequaliter vel inaequaliter divifam, prout arcus aec ae- 
qualiter vel inaequaliter in eodem pun&o e divifus eft. 
Primo puta arcum ac in pun&o e aequaliter divifum. 
Dico igitur et re&am bd, in pun&o e, bifariam fecjari. 
Circuli aec centrum efto F. Jungantur fe, fb, fd, qua- 
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rum fb, fd, circuli peripheriae in pundlis g, h, occurrant. 
RedtaeFB, fd arcus ae, ce bifariam dividunt. Arcus igi¬ 
tur ge, he, arcuum ae, ce femifles. ALquales igitur 
GE, eh, propter ae, ec, ex hypothefi, aequales. Quare 
anguli bfe, dfe aequales. iBquales autem anguli bef, 
def : redfcus enim uterque. In triangulis igitur bfe, dfe, 
quae latus commune habent ef, duo anguli bef, bfe, 
duobus def, dfe, finguli fingulis aequales. Reliqua igi¬ 
tur reliquis aequalia (per El. 1, 26.). Quare be = ed. 
$*E.D. 

Jam vero puta arcum ac inaequaliter in e divifum, 
et fegmentorum ae, ce, majus efle ae, ce minus, (fig. 2.) 
JDico redtam b d inaequaliter in pundto E divifam, fegmen- 
tumque be majus efle, de minus. Jungantur enimut 
prius fb, fe, fd, quarum FB, fd peripheriae In pundlis 
G, H, occurrant. Redlae fb, fd, arcus AE, ce, bifariam 
dividunt. ArcuS igitur ge, he, arcuum ae, ce, femifles. 
Cum igitur arcus ae, arcu ce major lit, arcus ge Arcu he 
major erit. Angulus igitur bFe angulo dfe major. Fiat 
angulus efk angulo dfe aequalis. Quoniam angulus kfe 
Angulo dfe aequalis ell,nec non angulus redlus kef, redlo 
3def aequalis; in triangulis EFK, Efd, quae latus ef com¬ 
mune haberit, anguli duo kfe, kef, duobus dfe, def, 
finguli fingulis aequales. Reliqua igitur reliquis aequa¬ 
lia. Latera igitur ex, ed, aequalia. Propter angulum 
vero efk angulo efb minorem, pundlum k pundlis, b, e, 
neceflario interjacet. Redla igitur be, redid ke major. 
Major itaque quam ed. E. D. 
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THEOREMA II. 

Lima reSia qua arcum circularem contingentibus duabus 
interceptum in punSio medio contingity et contingenti¬ 
bus primo pofttis bine inde occurrity minima ejl omnium 
quay eundem arcum contingenteSy contingentibus primo 
pofitis intercipiuntur. 

ARCUM circularem bed, contingentibus duabus ab, 
cd, interceptum redla ac in pundto e contingat, et con¬ 
tingentibus primo pofitis ab, cd, in pundtis a, c, occur- 
rat. Pundlum e arcus bed medium efto. Dico redlam 
ac omnium minimam, quae, arcum bed contingentes, 
contingentibus ab, cd, intercipiuntur. Sumatur enim 
in arcu bed pundlum quodlibet f, et ducatur redla gh 
quae circulum in F contingat. Redla vero gh contin¬ 
gentibus ab, cd, in pundtis g, h, occurrat. Dico redlam 
ac redla gh minorem. Si parallelae fint contingentes 
ab, cd (fig. 1.) res manifefta eft: parallelas enim ab, cd, 
redla gh oblique fecat, redla autem ac normaliter. Redlae 
vero ab, cd, non fint parallelae. (fig. 2. et 3.) Si redla ac 
non fit minor quam gh, aut aequalis erit, aut major. Sit 
primo aequalis. Arcus autem bd, inaequaliter in f divifi, 
fegmentum majus efto bf. Redlae igitur gh, inaequaliter 
in f divifae, fegmentum gf majus erit (per 1. hujus). 
Redlae ba, dc, produdlae occurrent; occurfus efto k: 
redlarum vero gh, ac, occurfus efto l. Jundta bd, per 
h ducatur hm redlis bd, ac, parallela: et per g ducatur 
gn redlae dk parallela, quae redlae ac in N occurrat. 
Vol. LXV. T t Redlae 
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Reft® gf, gb, quae circulum in pundlis b, f, contingentes 
in pundlo g conveninnt, aequales funt. Pari ratione ae, 
ab, aequales. Redla igitur gf duabus ae, ag, limul 
fumptis aequalis eft. Rurfum redlae hf, hd, quae circu¬ 
lum in pundlis f, d, contingentes in pundlo h conve- 
niunt, aequales funt. Pari ratione cd,ce, aequales. Redla 
igitur cd, vel ce, duabus fh, hc, limul fumptis aequalis. 
Tres igitur gf, fh, hc, limul fumptae, tribus ag, ae, ec, 
limul fumptis aequales; id eft, duae gh, hc, limul fumptae 
duabus ag, AC, limul lumptis. Re< 5 tae autem gh, ac, ex 
hypotheli, aequales. Ablatis igitur gh, ac, aequalibus, re- 
linquuntur hc, ag, aequales. Propter redlas autem ac, 
mh, bd, parallelas, et triangulum bkd ilofceles, aequales 
funt ch, am : quare ag, am, aequales. Propter parallelas, 
autem al, mh, redlae gm, gh, in pundlis a, l, limiliter di~ 
vifae funt: bifariam autem gm in a : quare et gh bifariam. 
in ; L: et propter gn, cd, parallelas, cn bifariam in l. Cum 
cl igitur femiffis lit redlae cn, et ce femiftis redlae CA,erit 
el redlae an femiffis, live an redlae el dupla. Redla au¬ 
tem gh aequaliter in l divila, cum ejufdem redlae, in- 
aequaliter in F divifae, fegmentum gf majus eft(per 1. hu- 
jus), redla gf, redlis hf et duplae fl limul lumptis aequa¬ 
lis eft. Redlae autem gf redla gb aequalis. Quare gb, live 
duae gm, mb, limul fumptae, duabus, hf et duplae fl, limul 
fumptis, live duabus, hd et duplae fl, limul fumptis, 
aequales. Et ablatis hinc inde mb, hd, aequalibus, re- 
linquetur gm aequalis duplae FL, id eft duplae el, id eft, 
ex prius oftenlis, redlae an. Propter aequales autem ga, 
am, redla gm redlae ga dupla eft: et propter parallelas gn, 
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kc, triangula arc, agn limilia: latera autem ka, kc 
aequalia: aequalia igitur ga, gn. Duae igitur ga, gn, 
limul fumptae, duplae ga aequales funt; id eft, redtae gm. 
Redtae autem gm, an oftenfae funt aequales. Duae igitur 
ga, gn, fimul fumptae, redtae an aequales funt: duo 
nempe trianguli latera limul fumpta aequalia reliquo. 
Quod eft abfurdum. Non funt igitur ac, gh, aequales. 
Dico neque majorem efle ac quam gh. Efto enim 
major ac, fiquidem efle poteft. t)uae gh, hc fimul 
fumptae duabus ag, ac limul fumptis, ut prius, aequales 
funt. Cum igitur ac major lit quam gh, erit ag minor 
quam hc. iEquales autem hc, am, ut prius. Ergo ag 
minor erit quam am; ac proinde, propter redtarum gm,gh, 
nc, limilem in pundtis a, l, divifionem, gl minor quam 
lh, et nl minor quam lc. Cum igitur ce femiflis eft 
redtae ca, et cl major quam femiflis redlae cn, erit el 
minor quam femiflis redtae an: live an dupla el ma¬ 
jor. Porro cum redtae gh inaequaliter in L divifae, Teg¬ 
mentum gl, ex oftenlis, minus eft, ejufdem autem redtae 
inaequaliter in f divifae fegmentum gf majus, (per i. hu- 
jus) duae, fh et duplaFL, limul fumptae redtaGF majores 
funt, live sequali gb, live duabus gm, mb limul fumptis. 
Et aequalibus fh, mb tunc inde ablatis, relinquetur du¬ 
pla fl redta gm major. ./Equates autem lf, le. Quare 
dupla el redta gm major: et an, quae dupla el jam 
ollenfa eft major, redta gm multo major erit. Propter 
ga minorem vero quam am, redta gm dupla ag major. 
./Equates autem ut prius ga, gn. Dupla igitur ga, dua¬ 
bus ga, gn limul fumptis aequalis eft. Redta igitur gm, 
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duabus ga, gn fimul fumptis majors Et proinde redta 
an, quae oftenfa eft major quern gm, duabus ga, gn, 
iimul fumptis multo major. Trianguli igitur agn latus 
AN duobus reliquis iimul fumptis majus. Quod eft abfur- 
dum. Redta igitur ac redta gh major non eft. Sed nec 
aequalis, Minor igitur. Simiii ratione et alia omni mi¬ 
nor, quae arcumBD contingens contingentibus primo po- 
fitis ab, CD intercepta eft. Omnium igitur minima. 
E. D. 

THEOREMA III. 

Polygonorum omnium , lateribus numero datis,datum circu- 
lum circumfcribentium, cequiangulum perimetro mini¬ 
mum ejl . 

CIRCULUM abcd circumfcriptum puta polygono, 
quot volueris laterum, fghke, quod omnium quae, aequali 
laterum numero, circa eundem circulum circumfcribi 
poflimt, perimetrum minimam habeat. Dico polygonum 
fghke aequiangulum eife. Nam ft aequiangulum non lit, 
neceffe eft ut duos aliquos angulos proximos inaequales 
habeat: nam li nullos proximos, omnino nullos; fed 
aequiangulum erit. Sunto igitur inaequales proximi duo 
anguli gfe, kef. Latera vero gf, ke, quae cum inter- 
medio fe angulos illos complexa funt, circulum in a, d 
pundtis contingant: et latus intermedium fe eundem in 
1. contingat. Circuli centrum efto o. Jungantur oa, 
ol, od. Anguli afl, aol iimul fumpti duobus redtis 
aequales funt, propter angulos ad a, l redtos. Similiter 
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anguli del, dol fimul fumpti duobus redtis aequales; prop¬ 
ter angulos ad d et l redtos. Duo igitur afl, aol, fimul 
fumpti, duobus del, dol fimul fumptis aequales, Inae- 
qualibus igitur afl, del hinc inde ablatis, relinquuntur 
aol, dol inaequales. Arcus igitur al, ld inaequales. Bi- 
fariam igitur fecetur arcus ald in m pundto, quod necef- 
fario a pundto l diverfum erit. Per m dueatur redta quae 
arcum ad contingat, Contingens per m contingentibus 
af, de in puudtis n, p, occurrat. Redta np redta fe minor 
erit (per praec). Quare et dupla redtae np dupla redtae fe 
minor. Sed propter nm=na et pm=pd, tres redtae an, 
dp, pn, fimul fumptae, duplae redtae np aequales funt. 
Et propter fa = fl, et de = el, tres af, de, fe, fimul 
fumptae, duplae redtae fe aequales funt. Tres igitur 
an, dp, pn fimul fumptae tribus af, de, fe, fimul 
fumptis minores. Polygonum autem nghkp, circulum 
abcd circumfcribit, et latera numero tofidem habet 
ac polygonum fghke; quod omnium quae aequali 
laterum numero, circulum abcd circumfcribunt, peri- 
metro, ex hypothefi, minimum eft. Perimeter igitur 
fghkef perimetro nghkpn minor. Utrique auferatur 
pars communis aghkd : relinquentur af, de, fe, reliquis 
an, dp, pn, fimul fumptae fimul fumptis, minores. Aft 
majores jam oftenfae funt. Simul igitur majores et mi¬ 
nores. Quod' eft abfurdum. Non funt igitur anguli 
gfe, kef, inaequales, exiftente perimetro fghkef mi¬ 
nima. Similiter oftendetur, nec alios duos quofvis an¬ 
gulos proximos polygonum fghke inaequales babere. 

tur 
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Nullos igitur proximos inaequales habet. Onanino igi- 
tur nullos. Omnes igitur aequales. iEquiangul um igi¬ 
tur. SUE* 2>. 


T H t 0 HIM A IV. 

Polygommm omnium , lateribus numero datis, datum cir - 
culum circumfcribentturn , aquiangulum area minimum 
ejl. 


PATET ex praecedente, cum area aequalis eft rec- 
angulo fub femiperimetro et circuli infcripti femidia- 
metro. 


'THEOREMA V. 

Polygonorum omnium ,, lateribus numero datis , dato cir - 
culo infcriptorum, aquilaterum per metro maximum ejl, 

CIRCULO abcd infcriptum puta polygonum abcde, 
quot volueris laterum, quod omnium, quae, aequali late- 
rum numero, eidem circulo infcribipoflunt,perimetrum 
maximam habeat. Dico polygonum abcde aequilate- 
rum. Nonenim. Duo igitur proxima quaedam laterain- 
aequalia habet: nam li nulla proxima, omninonulla; fed 
aequilaterum erit; quod negafti. Inaequalia funto latera 
proxima ab, ae. Propter redtas ab, ae inaequales, arcus 
ab, ae inaequales erunt. Bifariam igitur fecetur arcus 
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b ae in pundto g, quod a pundto a diverfum erit. Jun- 
gantur bg, eg. Circuli centrum efto f : jundta gf pe- 
ripheriae iterum in h occurrat. Denique jungantur 
BE, it A. Arcubus gb, ge aequalrbtrs, femicircuiis gbh, 
geh, abldtis, rdinqtittnmr ®qtraies Bit, EH. Quate et an- 
guli bgh, egh, nec non bah, eah, aequales. Angulos 
fghtir bge, bae, qui in eodem ftint fegmento circulari, 
redtae gh, ah, bifariam dividunt. Duae igitttr gb, ge, 
limul fumptae ad redtam gh eandem proportionem ha- 
bent, ac duae b a, ae, limul fumptae., ad redtam ah. (Vide 
Demonftrationem prop. 94. Datorum euclidis) In 
circulo autem abcd, diameter gh, redta ah, major 
eft. Duae igitur gb, ge, limul fumptae, duabus ab, ae, 
limul fumptis, majores. (per xiv. 5. Elem.). Polygo¬ 
num autem gbcde circulo abcd infcriptum eft, et la- 
tera numero totidem habet ac polygonum abcde; 
quod omnium quae, aequali laterum numero, circulo 
abcde infcribi poflunt, perimetro, ex hypothefi, maxi¬ 
mum eft. Perimeter igitur abcdea perimetro gbcdeg 
major. Utrique auferatur pars communis bcde. Relin- 
quuntur ab, ae, reliquis gb, ge, limul fumptae limul 
fumptis, majores. Duae autem gb, ge, duabus ab, ae, 
oftenfae funt majores. Simul igitur majores et minores. 
Quod eft abfurdum. Non funt igitur latera ab, ae, inae- 
qualia. Simili modo ofiendetur, de aliis quibuflibet po- 
lygoni lateribus proximis, inaequaMa non efle, exiftente 
perimetro maxima. Nulla igitur proxima inaequalia. 
Omnino igitur nulla. Omnia igitur aequalia. E. D. 

THE OREM A. 
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T H E O K E M A VI, 

Polygonorum omnium , later thus numero datis , circub 

infcriptorum t aquilaterum area maximum ejl. 

Demonftrationem vide apud thomam simpson in li* 
bello fuo de Figuris Geometricis maxims et minimis . 


XXX. An 



























































































